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Cinematica del Cuerpo Rigido (CR)

1_INTRODUCCION

Consideramos hasta ahora, en forma general, el modelo mecanico de sistemas de
particulas. El enfoque inicial de mecanica clésica de sistemas de particulas, no
pretende reconocer cdmo estan constituidos los sistemas de puntos materiales sobre los
cuales se aplica.!

Continuariamos nuestro avance en el estudio de sistemas de particulas haciendo uso de
otros enfoques de la mecanica clésica, por ejemplo, investigando los grados de libertad
y la utilizacion de coordenadas generalizadas para describir la evolucion del sistema,
pero esta forma no es tan sencilla desde el punto de vista matematico y se desarrollara
especificamente en cursos de Mecanica Analitica o Racional.

Los sistemas de particulas tales como los fluidos incompresibles y los cuerpos rigidos
(sin pretender indagar en la fisica del sélido ni en la fisica del liquido) podemos
estudiarlos desde el punto de vista de la mecénica clasica como sistemas continuos.
También nos permitiremos tomar un sistema discreto, masas puntuales unidas o
vinculadas por varillas inextensibles e inflexibles, como aproximacién a cuerpos
rigidos.

Una puerta de posible acceso a esta modalidad de la mecanica se nos abre si logramos
establecer condiciones constitutivas o “leyes” constitutivas que aceptaremos como
validas en cada tipo de sistemas de particulas.

Elegiremos las leyes constitutivas que caracterizan cada sistema en particular, con
mucho cuidado para que sean lo méas sencillas posibles y que puedan tomarse
arbitrariamente para cualquier subconjunto de particulas del sistema.

Distingamos entonces entre los sistemas de particulas aquellos a los que llamaremos
“rigidos”. Es decir, aquellos sistemas de particulas que cumplen las leyes universales
de la mecéanica de los sistemas y ademas las leyes constitutivas del sistema rigido.

Proponemos que un sistema es rigido si al considerar dos particulas cualesquiera de
él se verifica que la distancia entre dichas particulas es un invariante, sin importar las

'la primera y la segunda ecuacion universal para los sistemas de particulas con referencia a sistemas inerciales, que se
ven en este curso, son aplicables a la mecanica de todos los sistemas de particulas cldsicas, con la Unica excepcion de
fuerzas de interaccion magnética en casos muy especiales que quedan fuera del alcance de este texto.
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interacciones externas o internas que soporten las particulas.

Ejemplo: si la particula “A” esta a 10 [cm] de distancia de la particula “B”, lo seguira
estando siempre no importa el movimiento que realice el sistema o las interacciones a
las cuales esté sometido. Recordemos que la distancia es una magnitud escalar. Si
suponemos el punto “A” como fijo, al punto “B” lo podemos mover sobre un arco de
circunferencia centrada en “A”.

0,

.

0, (9.1

FIGURA 1
El arco de circunferencia puede estar en cualquier plano del espacio euclideo 3D o R®.

La figura representa tres arcos de circulo maximo de una superficie esférica de
radio |73_ 4| iguales aunque por la perspectiva parezcan diferentes.

Dibujamos tres movimientos posibles del punto B (a B;) relativo al punto A, uno

en cada plano, normal al correspondiente vector Q;. En cada caso el punto B pasa
de la posicidn inicial a la posicion final (se suponen arcos pequerios recorridos en
intervalos pequerios de tiempo):

ﬁlz deB—- B;
52: deB - B,
53: de B— Bs

Desarrollaremos el tema mas adelante, pero para ello es conveniente recordar ahora
como se puede expresar el movimiento relativo de un punto perteneciente a un solido
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rigido respecto de otro punto del mismo, considerando movimientos instantaneos y
sabiendo que la trayectoria de un punto respecto del otro es un arco de circunferencia.

Supongamos que es posible tomar un punto fijo “O” en el laboratorio, y considerando
dos puntos del rigido “A” y “B”, entonces podemos establecer que:

Vi_o velocidad de “A” respecto del laboratorio
Vs_o velocidad de “B” respecto del laboratorio
Vs_4 velocidad de “B” respecto de A

Q vector velocidad angular

La velocidad del punto “B” respecto de “A” en un cuerpo o sistema rigido es una
rotacion de “B” alrededor de “A” (recordemos que la distancia de “B” respecto de “A”
€s constante), entonces:

s S~ G —

1"5_4 = {) x p_4
Teniendo en cuenta lo que vimos en movimiento relativo, la ecuacion expresa la
velocidad relativa del punto “B” respecto del punto “A”.

También si consideramos que el punto “A” tiene una cierta velocidad respecto del
laboratorio, velocidad a la que podemos identificar como velocidad de arrastre, la
velocidad del punto “B” respecto del laboratorio serd la suma vectorial de “arrastre”
mas relativa:

Ny by

i Gl %
_'T _ ‘.T H
Veo=Vaio+ I xrp_}

En lo que sigue desarrollamos con mas cuidado el significado fisico de esta ecuacion,
gue se conoce como ecuacion de la roto-traslacion del CR.

Rotar y trasladarse es el movimiento méas general que puede hacer un cuerpo rigido, ya
que si se dilatase, distorsionase o deformase por flexién, no seria un CR.

En realidad no existen los cuerpos indeformables. Todo cuerpo bajo la accion de un
sistema de fuerzas se deforma y/o se mueve. Puede no moverse, pero entonces
necesariamente se deforma bajo la fuerza de presion o torque actuante. Pero podemos
aplicar el modelo del CR, cuando las deformaciones que se producen, debido a la
accion del sistema de fuerzas aplicado al cuerpo en estudio las podemos despreciar.
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Para simplificar el tratamiento matematico del tema trabajaremos solamente con
cuerpos isétropos y homogéneos, y con forma de un cuerpo geométrico plano con
eje de simetria (cuerpo de revolucién) o varillas de caras perfectamente planas y de
seccion constante. De estos cuerpos sélo se estudiaran rotaciones en un plano normal o
paralelo al eje de simetria.

Asi limitados los casos que se van resolver, comenzaremos a desarrollar el modelo
propuesto.

2 _DETERMINACION DEL CENTRO DE MASA (CM) DEL CUERPO RIGIDO

Este tema adquiere importancia en la dinamica del cuerpo rigido, no es central en
cinematica, pero creemos conveniente introducirlo anticipadamente. La nomenclatura
se desarrolla para cuerpos rigidos discretos, y también al considerar cuerpos rigidos
continuos, extenderemos las sumatorias a integrales.

Un punto notable del Cuerpo Rigido es el Centro de Masa. Para preparar el estudio de
sus aplicaciones, comenzamos por determinar su posicién. Tal como definimos la
posicion del CM para un sistema de particulas:

Donde se considera M como la masa total del solido rigido

M = Zn: m;
i=1

Ahora como el CR continuo tiene muchas particulas y es un medio isotropo y
homogéneo, es decir la densidad “p”® permanece constante, la masa elemental se
transforma en un diferencial de masa y se puede reemplazar por el producto de la
densidad por un diferencial de volumen, es decir dm = p dV y la sumatoria se
transforma en una integral. EI CM de un CR lo podemos calcular entonces como:

M = / p.dvoL
+ todo.el.volumen.del. CR

[#dm 7 __p[Trav
M M ™ 'y

Tem =

? La densidad constante se verifica para un medio continuo y para diferenciales de volimenes pertenecientes a ese
medio. Pero los volimenes fisicos no pueden ser extremadamente pequefos, pues queremos desarrollar aqui una
mecanica cldsica de los medios continuos sin introducirnos en la intimidad del estado sélido.
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Debemos hacer notar que la integral a lo largo de todo el volumen es una integral triple
y que la ecuacién vectorial del centro de masa de un CR deriva en tres ecuaciones
escalares:

p[xdv
Xem = I,
v _plydv
Ay
pfzav
Zey = M

A partir de este parrafo se desarrolla la parte notable de la cinematica elemental de
cuerpo rigido para la asignatura.

3_ ESTUDIO DE LOS POSIBLES MOVIMIENTOS DE UN CUERPO RIGIDO
EN UN PLANO PERPENDICULAR A SU EJE DE SIMETRIA

Movimiento general de roto-traslacion

La roto — traslacién es el movimiento mas general que puede tener un CR que se
mueve en un plano normal a un eje de simetria. Esta restriccion sobre el eje de simetria
la hacemos pues estamos desarrollando un estudio elemental de la cinemaética del
cuerpo rigido. De cualquier modo la roto-traslacion se puede considerar como
movimiento general.

Un ejemplo tipico de este movimiento lo constituye la Tierra que se traslada en una
Orbita eliptica alrededor del Sol y simultaneamente gira en torno a un eje que pasa por
los polos. En realidad sélo es posible considerar a la Tierra como un CR en una
primera aproximacion ya que debido a las mareas, los movimientos por interaccion
gravitatoria, el desplazamiento de las placas tectonicas, etc, no es estrictamente un
solido rigido.

FIGURA 2
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Si un CR se mueve como se muestra en la figura con una velocidad de traslacion vy,

y al mismo tiempo rota con velocidad angular Q, la velocidad de un punto como el 1
se obtiene sumando geométricamente la vy, y la velocidad de rotacién del punto 1
alrededor del CM cuya direccion es perpendicular a la que une el CM con el punto 1.
Hemos visto que la roto — traslacién de un CR se puede considerar como una
superposicion de una traslacion del CM con una rotacién alrededor del CM. Por esta
razon cuando se expresa la velocidad de un punto cualquiera en funcién del CM,
estamos considerando al CM como centro de reduccién. Pero, desde el punto de
vista cinematico exclusivamente ;el CM es un punto tan especial?

Si expresamos la velocidad de dos puntos del CR tomando al CM como centro de
reduccion:

U1 =VUey + QX7 _cy (1)
1})2 == 13CM + Q X FZ—CM
Si ahora restamos estas dos igualdades miembro a miembro:

-

Uy — Uy = QX (Pi—cy — Ta—cm)

La resta que esta entre paréntesis la podemos indicar como 7;,_, Yy v; la podemos

expresar como ¥, = ¥, +  x #,_,. De acuerdo a esta formula, la velocidad del
punto 1 podemos expresarla tomando al punto 2 como centro de reduccion. Entonces
cualquier punto del CR se puede tomar como centro de reduccion. Que generalmente
se elija el CM, no significa que cambia la expresion cinematica obtenida
anteriormente.

Cuando trabajamos con el modelo de SP cada una de ellas podia tener cualquier
velocidad, porque cada particula se mueve independientemente de las otras que
conforman el sistema. ¢Es lo mismo en el cuerpo rigido?

Por lo dicho en la introduccidn sospechamos que no, pero ampliemos esta idea.
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FIGURA 3

Observamos que en el caso de un CR las componentes o proyecciones de las
velocidades de A y de B, en la direccion que las une, deben ser iguales. ¢Por qué?
Porque si no los puntos A y B se separarian y esto es imposible por la definicion del
modelo.

De la expresion (1) podemos encontrar la aceleracion de un punto del CR, por ejemplo
el punto “2” de la figura 4, en funcion de otro punto (en particular del CM).

Si en cambio deseamos encontrar la aceleracion por ejemplo del punto 2, hay que
sumar geometricamente tres vectores como se muestra en la figura 4.

FIGURA 4
d, = aceleracion transversal
d, = aceleracion radial
d,=dcy + d; + a, (aceleracion de “2” respecto del LAB)

A =aey +V XT—cm + A X Vy_cy

Donde ¥,y es la velocidad relativa del punto 1 respecto del CM. Como esta
corresponde a una rotacion pura podemos escribirla como Pi_cy = O x F_cu.
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Entonces:
Gy =dey +7 X Tem + QX (A X Ti_cy)

dcey s como la aceleracion de arrastre del punto de reduccion, la @, (transversal®) en
direccion perpendicular a la que une el CM con el punto 2 y la @, en la direccion
radial y hacia el CM.

4 CONDICION DE RIGIDEZ

Son varias las condiciones que pueden expresar la condicion de rigidez del modelo.
De ellas, surgen propiedades de la cinemética de los sistemas de particulas rigidos. Por
ejemplo, Q y y deben ser Gnicos para todos los puntos del CR.

Una forma cinematica, importante y basica, de expresar la rigidez de los sistemas o del
cuerpo rigido es: “las proyecciones de las velocidades de dos puntos A y B
cualesquiera de un CR en la direccion que los une deben ser iguales, para que se
mantenga invariante la distancia entre ellos”.

El centro de reduccion, como ya dijimos, para expresar las velocidades del CR
puede ser cualquiera. Pero, la rigidez le impone al CR una condicion que permite
resolver problemas cuando se tienen pocos datos.

Direccién de la
velocidad del CM

[

Direccion que une el
punto 1 con ¢l CM

FIGURAS
Esta condicion de rigidez puede expresarse también de otro modo. Sean A y B los
puntos del cuerpo en consideracién, la velocidad relativa de los mismos debe ser

perpendicular a la direccion que une los puntos Ay B.

Es decir: (v, —vUg) (4 —75) =0

3 . .y .
Observemos que no es lo mismo que la aceleraciéon tangencial.
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Aplicando la propiedad distributiva del producto respecto a la suma v, - (74 — 75) =
Vg * (4 — 7g) . Como el médulo o norma del producto escalar es el producto de los
maodulos por el coseno del angulo comprendido entre los vectores dados: v, |1y —
rglcosa = vg |ry —rg|cosf

Simplificando la expresidn obtenemos que: v, cosa = vy cos

Esto no es otra cosa que la igualdad de las proyecciones de las velocidades de Ay de B
en la direccion que une los dos puntos.

Esta es la condicion de rigidez que se considerard como caracteristica muy

importante cuando se hable de un cuerpo rigido. Se la conoce como condicién
cinematica de rigidez.

S5_CASOS PARTICULARES DE MOVIMIENTOS DE CR

Se presentan diferentes movimientos de un cuerpo rigido y que podemos considerar
como casos particulares de la ecuacion (1).

a) Traslacion Pura en R®

El movimiento mas sencillo que puede tener un CR es el de traslacion pura. Un
CR se mueve con traslacion pura, cuando todos los puntos del mismo, en cada
instante, tienen la misma velocidad y la misma aceleracion.

De (1) la velocidad del punto 1 es: ¥; = ¥y. Si generalizamos y escribimos para un
punto cualquiera i del CR:

Vi = Vcm
>
_
) Vem . .
> a; = acym

FIGURA 6

Esta traslacion puede implicar, en general, una trayectoria curvilinea y la aceleracion
tendra entonces componentes normal y tangencial. Las trayectorias de los distintos

Contenido protegido bajo licencia Creative Commons



UBAfiuba®

Fisica | — Cinematica del Cuerpo Rigido — Rev. 02 FACULTAD DE INGENIERIA

puntos del rigido en traslacion son tales que, en cada instante, las rectas tangentes
correspondientes tienen idéntica pendiente en todos ellos. Pero la pendiente puede
cambiar instante a instante, si se trata de una trayectoria curvilinea.

b) Rotacion Pura (en R3)

El movimiento de un CR es de rotacion pura si, por lo menos, dos de sus puntos
tienen velocidad nula (eje de rotacion) y los restantes puntos del mismo realizan
movimientos circulares alrededor del eje de rotacion. Es decir, que si hay mas de
dos puntos con velocidad nula, éstos deben estar alineados. Si hubiera tres puntos fijos
no alineados, ese rigido permanecera fijo. Las trayectorias de cada punto del cuerpo
son circunferencias concentricas, en un plano normal al eje, con su centro en el eje
fijo; la velocidad de cada punto del cuerpo tendra una direccion tangente a su
trayectoria, es decir, perpendicular a la posicion de esa particula con respecto al eje de
rotacion.

\

FIGURA 7

En R? podemos decir que el eje de rotacion queda representado sobre un punto.
Veremos mas adelante que se lo denomina centro de rotacion y si la rotacion se
verifica instantaneamente se lo llama centro instantaneo de rotacion (CIR). El caso
mas comun es gue el eje de rotacidn coincida con un eje de simetria del CR.
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FIGURA 8

Como el movimiento de los puntos es circular, podemos escribir para una particula
D= QX Py -

En esta ecuacién v; es la velocidad de un punto cualquiera del CR y Q es la velocidad
angular de todos los puntos del cuerpo. Esta velocidad es constante, ya que si no lo
fuera el cuerpo se deformaria. Por Gltimo  ricm es la posicion de un punto
cualquiera respecto del CM.

La aceleracion de un punto genérico i en este caso es:

Ay =V XTi_em + L X Vi_cum
(valida para algun eje de rotacion que pase por el centro de masa, que permanece sin
trasladarse por el Laboratorio).

Observemos que el 1° término puede ser cero pero la aceleracion normal (aqui el
término normal se refiere al versor normal que tiene igual direccion pero es opuesto al
versor radial) es siempre distinta de cero, para todos los puntos que no estan en el eje

—

de rotacion. Para los puntos del eje la aceleracién normal es cero ya que 7oy —cpy = 0.

6 DIAGRAMAS VECTORIALES

En las carreras de ingenieria se utilizan cominmente diagramas vectoriales que nos
permiten visualizar rapidamente la situacion de interés. En la cinemaética del
CR se pueden utilizar diagramas vectoriales para facilitar el estudio del movimiento
del CR.
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Diagramas caracteristicos de la traslacion

Tratamos representar las velocidades y/o aceleraciones de los infinitos puntos de un
diametro. Elegimos el didmetro marcado en linea punteada que permanecera paralelo a
si mismo durante el movimiento, pues ejemplificamos traslacién pura respecto del
laboratorio.

Vi = VM A = AcM

———————————————— —_—— e R,
| | 1 .I
] 1 1 |
L ——— —
| 1 1 |
e L i
1 II 1 II
1 1 1 1
—_— —_—
) 1 1 |
— —
] .I 1 .I
) 1 1 |
] 1 1 |
—— ] —
] II 1 .I

________________ — e

FIGURA 9

Elegimos un diametro perpendicular a la velocidad del CM. Todos los puntos de
ese didmetro tienen velocidades paralelas a la velocidad del CM. Por eso podemos
representarlo facilmente. Lo mismo ocurre con la aceleracién.

Decimos entonces que los diagramas vectoriales caracteristicos de la traslacion pura
son rectangulares. Si un CR tiene diagramas vectoriales rectangulares de velocidad
y/o de aceleracion, se mueve con traslacion pura.

Diagramas caracteristicos de la rotacion pura

Representamos a continuacion, las velocidades y/o aceleraciones de los infinitos
puntos de un diametro.

ViTWIXINhcMm A =YX TicM
--------------------- ———— e
— —_—
T —
| ‘ ' 1 ’
e —
e a
e -,
L A
/"_: i"_:
— —
S — ,—
L l | J' :
§+~— 1 . .
FIGURA 10
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OBSERVACION: En este caso la aceleracion que hemos podido representar;
NO ES la aceleracion total de los puntos del didmetro elegido, sino solamente la
aceleracion transversal, en realidad la aceleracion tangencial (falta la aceleracion
normal).

Con esta salvedad, diremos que los diagramas vectoriales de la rotacidén pura son
doble triangulares y simétricos. De la misma manera, si los diagramas del movimiento
del CR son doble triangulares y simétricos, el cuerpo esta animado de un movimiento
de rotacién pura.

Diagramas caracteristicos de la roto — traslacion

A continuacion, con el principio de superposicién, dibujamos los diagramas
vectoriales caracteristicos de la roto — traslacion como la suma de una traslacion y una
rotacion pura (tanto para velocidades como para aceleraciones tangenciales si se
interpreta la situacion en sistema de coordenadas intrinseco o transversales en el caso
de coordenadas polares habitual).

FIGURA 11

OBSERVACION!!! Nuevamente recordemos que la suma de estas aceleraciones no
da por resultado la aceleracién total de un punto del CR pues falta la aceleracion
normal que, en cada caso, es perpendicular a la aceleracion tangencial. La suma
vectorial de las tres componentes si da por resultado dicha aceleracién total.

El resultado de estas superposiciones dependera de las normas o intensidades de los
vectores gque se suman. En este sentido existen 3 casos posibles:

1° Caso: La velocidad de traslacion es de mayor intensidad que la de rotacién. (Se
traslada mas rapido de lo que rota).
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FIGURA 12

El diagrama vectorial caracteristico de velocidades de la roto — traslacion cuando el
CR se traslada mas rapido de lo que rueda, es trapezoidal. Si el cuerpo se mueve
respecto del piso, la velocidad del punto de contacto tiene el sentido de la velocidad
de traslacion. Esto significa que el cuerpo deslizaria en el sentido de la traslacion y
la fuerza de rozamiento que se pone de manifiesto es la fuerza de rozamiento
dindmica que se opone al deslizamiento entre ambas superficies.*

Esta situacion podria utilizarse para modelizar una rueda de un automotor que no tenga
sistema ABS, anti bloqueo de frenado, cuando intenta frenar y comienza a deslizar con
la rueda semibloqueada.

2° Caso: El cuerpo tiene mayor velocidad de rotacion que de traslacién (el cuerpo
rota mas rapido de lo que se traslada).

VM WINCM ¥i
T - 1——!'- —————— -v——?
1 . 1 1 " 1 .'r
™ < >

1 | [ ’ 1 .
—™ —»’ —»

—* + » = —»

—» “ —

— , il

—» S "

> S %

1 | 4 1 ;fa-:

—  M— —
Lo .-

FIGURA 13

El diagrama vectorial caracteristico de velocidades de la roto — traslacion cuando el

* Sj bien la fuerza de rozamiento es tema de discusién en dinamica del cuerpo rigido, hemos preferido incluirla en este
ejemplo para completar la idea de su aplicacion como modelo mecanico. No se pretende que se entienda este tema en
una primera lectura, retome este punto cuando haya finalizado la lectura del capitulo de dinamica del cuerpo rigido.
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CR rota méas rapido de lo que se traslada, es doble triangular asimétrico. Si el
cuerpo se mueve respecto del piso la velocidad del punto de contacto tiene sentido
contrario a la velocidad de traslacion. Esto significa que el cuerpo desliza en el sentido
opuesto de la traslacion y, la fuerza de rozamiento que se pone de manifiesto es la
fuerza de rozamiento dindmica.

Esta situacion podria utilizarse para modelizar una moto cuya rueda trasera tiene un
exceso de aceleracion. La rueda esta “arando” segun términos habituales de la calle.

3° Caso: Rodar sin deslizar. En este caso la velocidad de traslacion es exactamente
igual a la de rotacién.

YcM WIXTicM v;
— oo — oo —
: : — —»
] —’ e
1 1 :_.}" 1 !
— 3 —
— " = _—
| I | "f 1 f
—- _,"i 1-—’"

1 1 }d_: JI_.."
L) '+j
] . | ' 1 *'

FIGURA 14

El diagrama vectorial caracteristico de velocidades de la roto — traslacion cuando el
CR rueda lo mismo que lo que se traslada, es triangular. En este caso el punto de
contacto tiene velocidad relativa a la superficie de apoyo nula. Esto significa que el
cuerpo no desliza en ningun sentido. La fuerza de rozamiento que se pone de
manifiesto es la fuerza de rozamiento estatica y puede valer cero. ¢Podria el cuerpo
rodar sin deslizar y la velocidad del punto de contacto respecto de Tierra ser distinta
de cero?
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7 CENTRO INSTANTANEO DE ROTACION (CIR)

Si comparamos los tres diagramas obtenidos y se extrapolan fuera del CR:

11° Caso 2° Caso 3° Caso
)

————————— — e e -
— — —_—
—» —— —_—
¥ — —»
—~ — —
— — i
— - —
— —
— ; ~
— o >
—> B »

--------- . R e ---
— S sl
— — S
— S— S
o S D
> S— S
¥ ———— —

ol | : .

L) . 1 —
- g .~
- ot ! —

Observamos que los tres diagramas pueden considerarse doble — triangulares. Los
diagramas doble — triangulares son caracteristicos de la rotacion pura. El eje de
rotacion tiene velocidad nula. El punto de velocidad cero lo denominamos Centro
Instantaneo de Rotacion.
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8_PROBLEMAS RESUELTOS

1.- Dados el radio R = 0.30 m de un cuerpo rigido, la velocidad del centro de masas
Vey = —10?] y el médulo y direccion de la velocidad de un punto P del mismo

como se indica en la figura vp =20 m/s a 60° de la vertical.
Encontrar la velocidad angular con que se mueve el cuerpo, el CIR y la velocidad del
punto Q que se indica en la figura.

r

/v
FIGURA 16

Analizando la figura podemos afirmar que como el CIR es un punto respecto del cual
el CR se mueve con rotacion pura, debe estar en la interseccion de las perpendiculares
a las velocidades dadas de dato. Por lo tanto, el sentido de rotacion del cuerpo tiene
gue ser horario.

Elegimos un sistema de referencia inercial y un sistema de coordenadas cartesiano
ortogonal con origen en un punto fijo al LAB, como indica la figura anterior.

Como tenemos la velocidad de dos puntos estudiaremos primero si se cumple la
condicién de rigidez. La velocidad del CM en “y” debe coincidir con la componente
de la velocidad de P en ese egje.

Vey = Up €OS 602
10~ =20~ cos60° y esto se cumple.

Encontremos el radio del CR

_ m i J k
0 R O
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(10 \/5?) z+(—1o?) j= (—10?)j+ (RQ) T

Igualando componente a componente obtenemos el mddulo de la velocidad angular
1

Q| =57,1—
S

Vectorialmente: Q=-577 % k

¢ Coémo calculamos analiticamente la posicién del CIR? Teniendo en cuenta que el CM
describe una rotacion pura alrededor del CIR.

Vey = ax TeM—CIR
- i j k
—10—j=| 0 0 -0

XcM-cIR  YcM~—cCIR 0

igualamOS Componente a Componente
m

_10_ - —XCIR Q
S

0 = Yecir

Tem—-cir = (0,173;0;0)

Finalmente la %, podemos hallarla suponiendo que el punto Q describe una rotacion
pura alrededor del CIR.

~ i ik
ﬁQ = Q X FQ—CIR = O O Q
-0,173 030 O

By = (—0,30)(57,7)? [+ (=0,173)(57,7) m/s j

Vo = 1731m' 998m'
Vg = 31— 1-998—)
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2.- Una escalera homogenea de longitud L = 1 m, esta apoyada en el piso y en la
pared. Conociendo el angulo de inclinacion a = 30°, y la velocidad del punto A, V4
= -2 m/seg j, hallar, para esta posicion:

a) La velocidad del CM

b) La velocidad del punto B

¢) La posicion del CIR.

Ya

A
30°

B X
FIGURA 17

¢Son suficientes los datos para resolver el problema?

Conocemos la geometria del problema. Sabemos (0 podemos suponer) que se trata
de un cuerpo rigido (es decir que vamos a despreciar cualquier deformaciéon que
pudiera sufrir una escalera real en esas condiciones). Ademas tenemos el dato de la
velocidad del punto A. Con esta informacion no resulta posible resolver el problema.
Pero ¢es toda la que disponemos? El enunciado dice que la escalera esta apoyada en
el piso. Es decir que el punto B no esta libre sino que tiene un vinculo (una
restriccion al desplazamiento). En este caso, el desplazamiento del punto B solo
puede tener componente en la direccion x, ya que dicho extremo de la escalera no se
separa del piso. Por lo tanto ¥; = vz T pero también vgy, = 0 m/s (este es un dato
mas que debemos agregar a los anteriores.)

¢Estamos ahora en condiciones de resolver el problema? O, de manera mas
general, ¢con cuantos parametros podemos obtener el campo de velocidades® de todos
los puntos de un cuerpo rigido? Segun la condicion de rigidez, la velocidad de un
punto genérico “p” puede escribirse como vp = v, +Qx Tp_p. Para el caso de
un movimiento plano (como el de este problema) sabemos que (eligiendo
adecuadamente el sistema de ejes) el vector v, tiene siempre una coordenada igual a

5 . . . . .
Interpretamos la expresidn “campo de velocidades” asignando a cada punto del espacio un vector velocidad. Tal

asignacion debe ser coherente con la condicién de rigidez.
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cero y el vector Q dos coordenadas iguales a cero. Por lo tanto, los parametros que
permiten obtener la velocidad de cualquier punto en funcion de su posicién son tres

(dos coordenadas de v,, y una de f_i).

La condicion de rigidez puede ser expresada de varias maneras, pero la cantidad de
parametros necesaria para poder poner ¢, en funcion de #, no varia. De manera que
CON Vax, Vay Y Vpy Yya quedan determinadas las velocidades de todos los puntos

de la escalera.

Empecemos por plantear la condicion de rigidez. Como los puntos p y p’ pueden ser
cualesquiera, podemos escribir:

- ~ -
Vg = Vcm + Q X Ya—cm
Up = Ve + QX Tg_cy

Recordamos que:

i j k
Ox7=(0 0 Q=-0,11+0,17]
n 1, 0

Las ecuaciones (1) y (2) pueden descomponerse en:
X) Vax = Vemx — Oz T a—cmy
V) Vay = Vemy — Q7 T a—cux
X) Vgx = Vemx — §z T'p—cmy
y) Vpy = Vemy — Ly Tp_cmx

Quedando un sistema de 4 ecuaciones con 4 incognitas (veyys Vemyr Vax Y Qz)-
De esta manera resolvemos los puntos a 'y b.

c) Para la posicion del CIR, podemos plantear

Veir = Vem + Q X Teir_cm
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O, lo que es lo mismo:

x) 0 =veyx — Qy Terr—cm
y) 0= Vemy — Qz Teir—cm

A partir de estas ecuaciones podemos despejar las coordenadas de la posicion del CIR
respecto del CM.

Respuestas:

Vey = (1,73; —=1) m/s
U = (3,45;0) m/s
Q=4s1k

7rr = (0,5;0,87) m
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3.-El disco de la figura gira con una velocidad angular w = —3 s~1 mientras su
centro O se desplaza con una velocidad 7 = —5m/s j. Se dibuja la vista en planta,
como si el disco se moviese sobre una mesa horizontal sin rozamiento. Si la barra AB
tiene fijo su extremo B (un clavito que lo mantiene en posicion respecto al LAB, pero
que permite a la barra girar alrededor del clavito) y articulado (unido mediante un
perno que permite rotaciones, que vinculan el punto “A” con un punto del disco) Su
extremo A, el punto “O” no esté vinculado, hallar:

a) la velocidad del punto A de
la barra

b) la velocidad angular de la
barra AB

¢) el CIR de la rueda

Datos: R =1my AB = 3m

FIGURA 18

Antes de comenzar a plantear la solucion del problema, analicemos cdmo se mueven
los cuerpos que componen el sistema. La barra AB esta fija en B. EI CIR de la barra es
el punto B. Entonces, todos los puntos de la barra realizan un movimiento circular
centrado en B. La velocidad de todos los puntos de la barra seran perpendiculares a la
direccion de la misma y los médulos de sus velocidades seran |5AB||FiB|. La rueda en
cambio realiza un movimiento de rototraslacion. De ese movimiento conocemos la
velocidad angular Q y la velocidad de su centro de masa O. Como la velocidad de O es
horizontal, el CIR de la rueda estara ubicado en un eje vertical que pasa por O

1_7)A=130+Qd7:

5y = —5— +2,1—1

Vy = S ] ) S l

b) Como la barra AB realiza un movimiento circular con B quieto (su CIR) y R=3m, la
velocidad de cada punto sera Q p 1;.

En el caso del extremo A:

vy = Qup (3M)
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5,42
QAB = 3 1/S

ﬁ)AB = _1,8 S_ll;

c) Para averiguar la posicion del CIR de la rueda tenemos de dato las velocidades de
los puntos 0 y A. Consideremos un sistema de coordenadas fijo en el CM. Como las
velocidades de todos los puntos de la rueda seran de rotacion pura respecto al CIR
podemos escribir:

Vg = Q X Ty_crr

Por otro lado:

- ~ -
Vo = Q X To_cir

[ J k
-5 ?j =| 0 0 -3
—Xcir ~Yer 0
m m ; J k
21—1—-5—] = 0 0 -3
s S

Xga—Xcir Ya—Ycar O

Operando e igualando término a término resulta:
Xcr=-1,67m

Yer=0

Xa=0

Ya= 0,7 m.
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4.- El disco compuesto de la figura gira y resbala sobre el piso horizontal. La
velocidad lineal de la cuerda que sale de A es de 3,6 m/s hacia la derecha y el disco
gira hacia la izquierda a 6 1/s. Calcular la velocidad de los puntos O (CM) vy B.
Datos: R=09myr=0,3m.

Pensamos en base a los datos como se mueve el disco respecto al sistema laboratorio.
Como la velocidad del punto A es hacia la derecha, la velocidad del punto de contacto
con el piso sera mayor gque la de A hacia la derecha. Esto es porque la velocidad del
CM que no conocemos es hacia la derecha y la velocidad de rotacion alrededor del
centro de masa en el punto de contacto es mayor a la de A (estd mas alejado y también
es hacia la derecha). Como la velocidad de A y la del CM es horizontal, el CIR del
disco se encuentra en algun punto de la vertical que pasa por el CM y por arriba del
mismao.

k J

FIGURA 19

Elegimos un sistema de coordenado cartesiano ortogonal (x-y -z) ubicado en O.

Dado de dato la ¥, = 3,6 %Z. Sabemos que en A se suman vectorialmente la
velocidad del CM y la de rotacion.

m

ﬁA = 3,6 i=130+6S_1(0,3 m)

S
Encontramos asi la velocidad del punto O.

- mu
Vo =18—1
S
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La velocidad de B sera
Up=Dp+ A X7 =18"T1—54=1
- 3 6mu
Vp = —3,6—1
B S
Si queremos encontrar el CIR de la rueda sera:
Veir = 0 = Vo + Q X Tgip_o
m _ 1 .
0=18—1—65""yYcr]J
S

CIR. (0; 0,3;0)

Verifiquemos, por ejemplo, la velocidad del punto B con los datos encontrados.

- g -
Vg = QO X Tp_cg

By (—6)%(0,9 —~03)mi

m o
1_7)B == _36: l
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